
Elementi di FEM

Prof. Antonio Frisoli, Ing. Massimiliano Solazzi
PERCRO, TeCIP Institute, Scuola Superiore Sant’Anna



Obiettivi del corso 

� Fornire degli strumenti operativi con basi 
teoriche introduttive e principi funzionali di 
progettazione per la sintesi ed analisi di 
componenti ed assemblati meccanici

� Pro-E come piattaforma per la 
modellazione

� Ansys Workbench come piattaforma per 
lo sviluppo dei nostri esempi



Metodi

� Analisi di case studies notevoli
o Confronto tra tecniche ordinarie e tecniche di 

modellazione basate su simulazione numerica
• Es soluzioni di sistemi di iperstaticità di grado 1 con 

ansys e con formulazioni energetiche
• Iperstaticità di sistemi a n gdl

� 5 postazioni per lo svolgimento di 
esercitazioni
o Main limits

• 30K nodes allowed as maximum for simulation
• Maximum 5 licenses running simultaeously



1
Fem introduction and introduction to geometry model er in Ansys workbench 
(example of solution of simple cases)

2
Introduction to interface of Workbench & Pro-E (sim ple examples, including 
parts only or subassemblies)

3 Design practices (basic principles) and constraint  theory
4 Materials  (caratteristiche ed utilizzo)
5 isostatica sistema di attuazione

6
Struttura seriale n dof importazione in workbench, analisi rigidezza (rehab 
exos)

7 Struttura isostatica 3dof (cella esoscheletro mani glia) esempio parallelo

8
Stiffness analysis: Sensori di forza basati su strai n gauges, sensore 1 dof e 
croce di malta

9 modal analysis and structural dynamics (esempi da libro)

10
Adaptive meshing and convergence issues, Contact region s, stress 
concentration aspects

11 non liner simulations (flexural hinges)







� In questo modo il 
nostro assemblato è 
pronto per essere 
esportato.



� Ecco il modello 
importato in ansys



Principi di FEM: una introduzione 
concettuale

� Displacements



Il tensore delle tensioni 



Deformazioni



Significato fisico delle deformazioni



Le equazioni costitutive



Stress strain relationship Hooke’s law



Se teniamo conto della dilatazione termica



L’idea alla base del metodo agli elementi 
finiti

� A basic idea of finite element methods is 
to divide the structural body into small and 
geometrically simple bodies, called 
elements, so that equilibrium equations of 
each element can be written, and all the 
equilibrium equations are solved 
simultaneously

� The elements are assumed to be 
connected by nodes located on the 
elements' edges and vertices.



� Another idea is to solve 
unknown discrete values 
(displacements at the nodes) 
rather than to solve unknown 
functions (displacement 
fields).

� Since the displacement on 
each node is a vector and has 
three components (in 3D 
cases), the number of total 
unknown quantities to be 
solved is three times the 
number of nodes.

� The nodal displacement 
components are called the 
degrees of freedom (DOF's) of 
the structure.



Esempio 1gdl



Analisi con bullone

� Dal menu concept selezione surface from 
sketch

� Quindi subito dopo prima di dare apply
selezionare lo sketch dall’albero

� Quindi dare il comando generate
� La sezione deve essere chiusa per poter 



Esempio di analisi numerica FEM

� Supponiamo di analizzare il seguente problema, 
suddividiamo il problem ain N elementi
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� But the first node is constrained to zero, so 
the first equation should be



Convergency issue
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Esempio 2gdl



Estensione delle funzioni di forma al caso 
2D

� Supponiamo di affrontare un problema 
bidimensionale.

� Dato lo spostamento u=[ux uy uz] di ciascun 
punto, lo stato di deformazione è definito in 
modo univoco

Tensore di strain per 
piccole deformazioni



Equazioni costitutive

� In caso di materiale di Hook, il tensore delle
deformazioni ed il tensore di stress sono
collegati da una relazione lineare

Dove 
E: modulo di Young
v: modulo di Poisson
G: shear modulus 



Caso 2D: plain stress

� Nel caso di plain stress, cioè nell’ipotesi
che sia sigma_z=0, le equazioni
costitutive si riducono alle seguenti:



Caso 2D: plain strain

� In caso di plain strain le equazioni diventano:



Funzioni di forma

� Per un elementro triangolare è possibile
definire le funzioni di forma 

La proprietà delle funzioni di forma è quella di 
valere Si=1 per il punto i e 0 per I punti j e k
Lo stesso per Sj ed Sk



Caso di un elementro di forma quadrata

� Supponiamo di analizzare un elemento di 
forma quadrata

Ora le coordinate ξ,µ hanno valore -1, 1

Le funzioni di forma Si( ξ,µ)  sono funzione
delle coordinate normalizzate ad 1



Natural coordinates

� Introduciamo le coordinate 
naturali e le funzioni di forma 
per l’elemento quadrilatero

� Le funzioni di forma 
associati a queste
coordinate e all’elemento
rettangolare sono
chiaramente



� Funzione di forma ci dice che

D



Jacobiano

� Definiamo come Jacobiano la matrice
che determina il cambio di coordinate

INVERSA
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J J -1



Energia di un elemento

� L’energia di un elemento è data da



� Definiamo �
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J J -1



Questo perché la funzione di forma:

� Funzione di forma ci dice che

Se facciamo la derivata rispetto alle coordinate lo cali 



� Definiamo





More in general…



Analisi statica: le equazioni



La procedura di base del metodo agli 
elementi finiti



Le shape functions





Esempio di elementi





And now let’s see in workbench
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